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1. Введение. 

Пусть 1, ≥nnξ  есть последовательность независимых случайных 
величин с 0=nEξ  и 0>=>∞ nn DD ξ . 
 Рассмотрим последовательность 0, ≥nX n  случайных величин, 
определенных из рекуррентных уравнений 

,11 ++ += nnn XX ξβ                                                 (1) 
где начальное значение 0X  не зависит от 1, ≥nnξ  и β  некоторое число, 

∞<<∞− β .  
 Будем интерпретировать nX  как результат наблюдения (измерения) в 
момент времени n .  
 Будем предполагать, что ∞<2

0EX . Как известно, статистическая 
оценка для неизвестного параметра β , полученная по методу наименьших 
квадратов по результатам nXXX ,...,, 10  , имеет следующий вид [8, стр. 555] 
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* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 10.09.2019 
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 Обозначим ∑∑
−

= +

−

= +

+ ==
1

0 1

21

0 1

1 ,
n

k k

n
n

n

k k

kk
n D

XA
D

XM ξ
 и ∑

−

= +

+=
1

0 1

1
n

k k

kk
n D

XXC .  

 Ясно, что из (1) и (2) следует, что 
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 Из (3) вытекает, что сходимость ββ
..нn

n →  при ∞→n  имеет место 
тогда и только, когда 

0
..нn

n

n

A
M

→  при ∞→n .                                              (4) 

 Как показано в [8, стр. 556], условия  
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достаточны для выполнения (4) и, следовательно, достаточны для 

выполнения сходимости ∞→→ n
nn

n ,
..
ββ . 

 Отметим, что для независимых одинаково распределенных случайных 
величин nξ  с 0=nEξ , но ,1,0 2 ≥∞<=< nD nξσ  последовательность 

1, ≥nX n  называется процессом авторегрессии с дискретным временем 
первого порядка ( ))1(AR  (см. [1], [2], [7]). 

 Для процесса )1(AR  с ∞<2
0EX  и 1<β  , как показано в работе [1],  

(см. также [7]) имеет место  
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 Из этих соотношений вытекает, что 

ββ
..нn

n

n
n A

C
→=  при .∞→n  

 Ясно, что для независимых одинаково распределенных случайных 
величин nξ  условия (5) заведомо выполняются. 
 Рассмотрим семейство моментов первого пересечения 
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{ }an na ≥≥= θτ :1inf  
уровня 0>a  процессом 1, ≥= nn nn βθ . 
 В настоящей заметке доказывается теорема об усиленном законе 
больших чисел для семейства .0, >aaτ  
 Подобные задачи изучены для случая независимых одинаково 
распределенных случайных величин в работах [2]-[6]. 
 Теорема. Пусть выполняются условия (5) и ∞<< β0 . Тогда имеет 
место  

1) 1)( =∞<aP τ  для всех 0>a . 

2) ∞→
..нn

aτ  при ∞→a  

3) 
β

τ 1..нn
a

a
→  при ∞→a . 

Доказательство. Из условия (5) вытекает, что  

ββ
..нn

n →  при ∞→n . 
Следовательно  

βθ ..нn
n

n
→  при ∞→n . 

Поэтому имеет 

.1sup =
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Отсюда следует утверждение 1).  
Как видно, величина aτ  , как функция от параметра a  не убывает. 

Вследствие этого мы имеем ( ) .1lim =∞≤=
∞→∞ aa

P ττ  

 Ясно, что для всех 1≥n  
( ) ( )
( ) ( ) .1limlim
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=∞==≤=
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Отсюда следует, что ( ) 1=∞=∞τP .  
Таким образом, доказано утверждение 2). 

 Теперь докажем утверждение 3) доказываемой теоремы.  
По определению величин aτ  имеем 
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(6) 
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Докажем, что  

β
τ
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a →  при ∞→a .                                            (7) 

 С этой целью положим 
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Как уже показано выше,  
.1)()( == CPAP  

Следовательно .1)( =∩CAP  
Ясно, что .BCA ⊂∩  Поэтому 1)( =BP . 
Таким образом доказано (7). 
Теперь утверждение 3) следует из (6) и (7). 
Утверждение 3) теоремы носит название усиленного закона больших 

чисел типа Колмогорова для процесса .0, >aaτ  
Теорема доказана. 

Заключение. В работе доказана теорема об усиленном законе больших чисел для 
семейства моментов первого пересечения уровня процессом, описываемом 
обобщенной схемой авторегрессии , который содержит в себе случай авторегрессии 
первого порядка ( AR(1) ) 
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